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深層学習・人工知能の発展
基礎研究
~2000

深層学習実用化
2012

Transformer登場
2017

技術的
課題

10Mパラメータ～
画像分類など

大規模モデルによる現代的データ科学の発展
⇒ 原理の解明はまだ発展途上
内部の解釈や効率的運用に向けて
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ChatGPT公開
2022

200Mパラメータ～
自然言語処理など

100Bパラメータ～
汎用目的



深層学習とは何か
多層ニューラルネットワーク(NN)によるデータ解析
• NN：入力された数値ベクトルを変換する関数モデル

多層ニューラルネットワーク

入力（例：画像）

𝒙 =

𝑥!
𝑥"
𝑥#
𝑥$

変換

𝒚 =
𝑦!
𝑦"
𝑦#

変換

出力（例：情報）

ベクトル 𝒙 ベクトル 𝒚

これは
茶色い猫です
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深層学習の原理には謎が多い
明らかになっていない謎の例

→ 深層学習を理解するためには理論研究が必要

従来のデータ解析理論 巨大深層学習の成功

矛盾

VGG19 Net
1億パラメタ過学習

GPT-3
千億パラメタ

過剰な
パラメタは
過学習する
→性能悪化

誤差は %(パラメタ数)

((データ数)
に比例
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パラメタを増やすほど
予測精度が向上深層学習登場前の常識



“発見”を理論で記述すること
•歴史的には共通の現象

蒸気機関の発明
（1769年）

飛行機の発明
（1903年）

深層学習の発明
（2012年）

熱力学の
成立

航空力学の
成立

？

問：深層学習は記述・理解できる理論は構築できるか？7



深層学習入門
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深層学習の基本構造は関数
•⼊⼒に対して、適切な出⼒を出すシステム

深層学習
システム⼊⼒ 出⼒

囲碁の盤⾯ 次の⼀⼿

道路の映像 歩⾏者の場所

⾃動運転
9



深層学習システムの中身
多層ニューラルネットワーク
• ⼊⼒ベクトルを変換する関数のモデル

多層ニューラルネットワーク

⼊⼒（例︓画像）

𝑥 =

𝑥!
𝑥"
𝑥#
𝑥$

変換

𝑦 =
𝑦!
𝑦"
𝑦#

変換

出⼒（例︓情報）

ベクトル 𝒙 ベクトル 𝒚

これは
茶⾊い猫です
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ベクトルの変換を層の数だけ繰り返す

深層学習システムの中身

１層

𝑥 =

𝑥!
𝑥"
𝑥#
𝑥$

ベクトル 𝒙

𝑦 =
𝑦!
𝑦"
𝑦#

ベクトル 𝒚

１層⽬ 𝑧# = 𝜎 𝐴#𝑥 + 𝑏#
２層⽬ 𝑧$ = 𝜎(𝐴$𝑧# + 𝑏$)

⋮ ⋮
６層⽬ 𝑦 = 𝐴%𝑧& + 𝑏%

ベクトルの変換

𝐴: パラメタ (⾏列)
𝑏: パラメタ (ベクトル)
𝜎: ⾮線型変換

２層 ６層…
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深さと幅
•ネットワークの大きさを特徴付ける量

深さ𝐿（層の数）

幅（一層あたり
ノード数の最大数）

max
ℓ
𝑑ℓ



パラメタ：システムが機能するために必要
• データの構造を再現できるように学習

システムによる関数が
データに合うように学習

膨大なパラメタはデータから学習
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入力 x

出力
y ・データ

ー 学習した
関数

損失最小化
𝜃：パラメタ

ℓ 𝑦, 𝑦( ：損失関数
𝑦) , 𝑥) )*#

+ ：データ
min
,
∑) ℓ 𝑦) , 𝑓, 𝑥)

損失
＝システムによる関数と

データのズレ



定式化
•訓練データからパラメータを学習

•経験誤差を最小化し、汎化誤差を評価
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経験誤差(訓練誤差)
𝑅+ 𝜃 = 𝑛-#Σ)*#+ ℓ 𝑦) , 𝑓, 𝑥)

汎化誤差(≈テスト誤差)
𝑅 <𝜃 = 𝐸[ℓ 𝑦, 𝑓., 𝑥 ]

𝑅+ 𝜃 を小さくするように <𝜃を学習

訓練データ（𝑛個） 𝐷! = 𝑥" , 𝑦" "#$
!

ℓ: 損失関数

期待値で性能評価
（新しいデータ上の平均値）



パラメータの学習アルゴリズム
確率的勾配降下法(SGD)
• 勾配＋摂動で損失最小解を探索

𝜃 パラメータ

経験損失 𝑅!(𝜃)

𝜃

𝑅!(𝜃)

摂動がない場合は
浅い谷(局所解)にとどまるパラメータの反復更新 (𝜂" > 0: 学習率)

6𝑅 (𝜃): 摂動つき経験損失
𝜃"#$ = 𝜃" − 𝜂"∇% 6𝑅 (𝜃)

(非確率的)
勾配降下法
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深層学習の理論入門
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深層学習の理論の概要
深層学習は多くの要素の組み合わせ
• 以下の3要素へ分解して個別解析

𝑅 (𝜃 = inf
%
𝑅! 𝜃 + 𝑅 (𝜃 − 𝑅! (𝜃 + 𝑅! (𝜃 − inf

%
𝑅! 𝜃

近似誤差
NNの表現力

最適化誤差
学習がうまくいくか

複雑性誤差
予測の安定性

汎化誤差
(予測誤差)
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近似誤差
DNNは複雑なデータに

適合できる？

X

Y

複雑性誤差
なぜ未知データを予測？

最適化誤差
なぜ学習が成功？

X

Y

深層モデルの非凸損失

未知データ



汎化誤差の分解
•実際の学習との対応

エポック
（学習の進展）

損失

0

訓練損失

テスト損失

複雑性誤差
（汎化ギャップ）

近似誤差

最適化誤差

18



トピック一覧
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従来からの
学習理論

深層に
特化した
理論

近似誤差 複雑性誤差

普遍近似定理
NNはどんな関数も近似可

汎化ギャップ解析
ギャップ≦パラメータ数

近似レート解析
深層構造でレート改善

暗黙的正則化
アルゴリズムの影響？

平坦最小解
PAC-Bayesで解析

凸・非凸最適化
大域解・停留点への収束

最適化誤差

過剰
パラメータ解析

良性過適合
スペクトル解析

鞍点・損失曲面解析
SGDの鞍点脱出

特徴学習
ゼロ損失は大域解

学習レジーム
初期値近傍の解析

二重降下
誤差の再減少

定常分布解析
初期値近傍の解析



•ネットワークの性質を深さと幅で測る
多層ニューラルネットワーク

深さ 𝐿（層の数）

幅 𝑀
（各層の変数）

層6幅6のニューラルネット
入力4次元

この講演では、単純化のために出力は1次元に限定

入力𝑑次元

20

ノード



普遍近似定理

主張：
• ニューラルネット(NN)はどんな連続関数でも近似可

• 大抵の活性化関数は
多項式(𝜎 𝑥 = 𝑥:)ではない

普遍近似定理（Leshno (1993)など）
2層NNの活性化関数 𝜎:ℝ → ℝ が多項式でないとする。
この時、任意の連続関数 𝑓: 0,1 ; → ℝ と 任意の誤差 𝜀 > 0に
対して、以下の不等式を満たすNNの関数𝑔,が存在する：

sup
<∈ >,# !

|𝑓 𝑥 − 𝑔, 𝑥 | ≤ 𝜀.

𝜎 𝑥 =
1

1+ exp(−𝑥) 𝜎 𝑥 =
exp(𝑥) − exp(−𝑥)
exp(𝑥) + exp(−𝑥)

𝜎 𝑥 = max{𝑥, 0} 𝜎 𝑥 = max{0.1𝑥, 𝑥}

多項式→有限次数の導関数が0になる
非多項式→導関数が0にならない

2層NN（隠れ1層）

Leshno, M., Lin, V. Y., Pinkus, A., & Schocken, S. (1993). Multilayer feedforward networks with a nonpolynomial activation function can 
approximate any function. Neural networks



どういうこと？
•ある連続な関数 𝑓 がある
• ニューラルネットで
これを作りたい

•許容する誤差𝜀 > 0を決める
• 正ならどんなに小さくても良い

•ニューラルネットは
この誤差内の関数を必ず作れる
• 幅がいくらでも増えて良い場合

22

𝑥

2𝜀

𝑥

𝑥

2𝜀

𝑓

𝒈𝜽(𝒙)



シンプルな証明（𝑑 = 1次元の場合）
シグモイド活性化を考える: 𝜎 𝑥 = #

#DEFG(-<)
, 𝑑 = 1

• ステップ 1: 長方形関数を作る
• 𝑔 𝑥 ≔ 𝜎 𝑎 𝑥 + 𝑏 − 𝜎 𝑎 𝑥 + 𝑏) ≈ 1 𝑥 ∈ [−𝑏, −𝑏)] 𝑎 → ∞

• 1{A}: 指示関数 (命題 A が真の時に1、それ以外の時に0)

• ステップ 2: 区分定数関数を作る
• 𝑐* , 𝑤* , 𝑒*: 適切に選ばれた係数
• 階段状関数（区分定数関数）で連続関数𝑓を近似
• ∑*+!

, 𝑒*𝑔 𝑐*𝑥 − 𝑤* は𝑓に収束 𝐽 → ∞ .

𝑥

𝑥

2層、2ノード

2層、2Jノード



普遍近似定理のバリエーション
解析対象の変遷
• 1990年代→層が少なく幅が広いニューラルネット
• 2019年代→層が多い幅が狭いニューラルネット

• 証明の直感
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普遍近似定理（Park (2021)など）
活性化関数 𝜎:ℝ → ℝ が多項式でないとする。
この時、任意の連続関数 𝑓: 0,1 ;" → 0,1 ;# について、幅が
max 𝑑< + 2, 𝑑L + 2 の多層ニューラルネット𝑓,は普遍近似性
(sup
<
|𝑓 𝑥 − 𝑓, 𝑥 | ≤ 𝜀)を満たす。

張替

Park, S., Yun, C., Lee, J., & Shin, J. (2921). Minimum width for universal approximation. ICLR.



証明の概要
•方針：
• 最初に、関数を近似する2層ネットワークを構成
• 各ノードを並び替えて、1層あたり少数のノード計
算だけを行うようにする
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並替

元になる、層の少ない
ニューラルネットワーク

並び替えで作った、層の多い
ニューラルネットワーク



深層学習理論マップ
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従来の
学習理論
(~00年代)

深層理論
(10年代~)

近似誤差 複雑性誤差

普遍近似定理
NNはどんな関数も近似可

汎化ギャップ解析
ギャップ≦パラメータ数

近似レート解析
深層構造でレート改善

暗黙的正則化
アルゴリズムの影響？

平坦最小解
PAC-Bayesで解析

凸・非凸最適化
大域解・停留点への収束

最適化誤差

浅層モデルの
過剰パラメータ解析
(10年代後半~)

二重降下・良性過適合
過剰パラメータで誤差再減少

鞍点解析
SGDの鞍点脱出

ゼロ損失
ゼロ損失は大域解

怠惰レジーム etc
初期値近傍の局所近似



より詳細に近似を調べるには
近似誤差の減衰レート
• パラメタ(エッジ)が増えるときの誤差減少スピード

• レートを出すには、𝑓∗が滑らかである必要
➡ 𝑓∗が微分可能である状況を調べる

inf
,
‖𝑓∗ − 𝑓,‖ = 𝑂(𝑊-:)

近似誤差の減衰レート 𝒂
𝑓∗: 近似対象の関数
𝑓.: 𝑊個のパラメタを持つDNN

パラメタ数 𝑾

近似
誤差

0

速い減衰（𝑎大）

遅い減衰（𝑎小）

近似誤差 パラメタ増で
減少
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復習：ランダウのO記号
𝑥' = 𝑂 𝑦' , (𝑁 → ∞) とは
∃𝑁(, 𝐶 > 0 s. t. 𝑁 > 𝑁( ⇒ 𝑥' ≤ 𝐶|𝑦'|



滑らかな関数に対する近似レート
𝑓∗：近似対象（入力𝑑次元、𝛽回微分可能）
𝑓,：DNN（𝐿層, パラメタ𝑊個、活性化関数𝜎）

𝝈がsigmoid等の場合 (Mhaskar (1996)など)
DNNは 𝐿 = 2 のもとで以下を達成︓

inf
,
‖𝑓∗ − 𝑓,‖ = 𝑂(𝑊-]/;)

活性化関数がReLUの場合 (Yarotsky (2017)など)
𝐿層のDNNは以下を達成︓

inf
,
‖𝑓∗ − 𝑓,‖ = 𝑂(𝑊-]/; + 2-_)

誤差レート𝛽/𝑑は、 𝑓∗の滑らかさで増加、⼊⼒次元で減少。

ReLUの尖りから
来る影響

28Mhaskar, H. N. (1996). Neural networks for optimal approximation of smooth and analytic functions. Neural computation.
Yarotsky, D. (2017). Error bounds for approxima=ons with deep ReLU networks. Neural Networks.



活性化関数𝜎による違い
• 𝜎が滑らかな場合（sigmoid, softplus）

• 𝜎が滑らかでない場合（ReLU, LeakyReLU）

2層NN

𝐿層DNN

ノード毎に多項式近似

⾜し上げ

テイラー多項式を表現

層を重ねて細かい⻭を表現

⾜し上げ

区分線形関数で 
テイラー多項式を近似29



深さと幅を用いた近似誤差
•パラメータ数𝑊ではなく層数・幅数による解析

• パラメータ数𝑊と層数・幅数の関係
• 𝑊 ≤ 𝐿𝑁 𝑁 + 1 = 𝑂(𝐿𝑁")

• 層数𝐿が定数だと思うと、上のレートは𝑂(𝑊-]/;)
• 既存理論と整合的

• 層数𝐿が増えると、 𝑊の増加を抑制できる
Lu, J., Shen, Z., Yang, H., & Zhang, S. (2021). Deep network approximation for smooth functions. SIAM Journal on 
Mathematical Analysis, 53(5), 5465-5506.

活性化関数がReLUの場合 (Lu et al. (2021)など)
𝐿層かつ幅𝑁のDNNは、 𝛽回微分可能な関数𝑓∗に対して

inf
,
‖𝑓∗ − 𝑓,‖ = 𝑂(𝑁-$]/;𝐿-$]/;)



良いレートなの？
•誤差レート𝛽/𝑑は理論的に最適

•しかし、他手法も同じように最適

近似誤差の最適性 (DeVore+ (1989)など)
近似誤差レート𝑂(𝑊-]/;)は理論上の最適値。

すごいぞ！
やはりDNN
は
最適なんだ！

他手法の近似レート (Newman+ (1964)など)
フーリエ基底、多項式基底などによる近似は
レート𝑂(𝑊-]/;)を達成する。

他のも最適だから
結局同じ？

𝑓∗が滑らかなら、DNNと他手法の理論的性能は同等。
31

DeVore, R. A., Howard, R., & Micchelli, C. (1989). Optimal nonlinear approximation. Manuscripta mathematica,



層の多さが必要になる状況
•局所構造を持つ関数𝑓の近似

• 深層構造が局所性の表現に貢献

分断 関数

前半の層で
関数の台を分割

後半の層で
関数を表現

32

𝑥
𝑓 𝑥

局所構造なし(滑らかさが一定)
→非深層手法でOK

𝑥
𝑓 𝑥

局所構造あり(左右で滑らかさが異なる)
→DNNが有利

DNNの近似レート：
𝑂(max{𝑊)*/, , 𝑊)-/.(,)$)})

他手法の近似レート：
𝑂(max{𝑊)*/, , 𝑊)-/1(,)$)})

𝛼: 境界線の滑らかさ
Imaizumi, M., & Fukumizu, K. (2022). Advantage of Deep Neural Networks for Estimating Functions with Singularity on Hypersurfaces. JMLR.

DNNが速いレートを達成



層の多さが必要になる状況
•特徴量抽出が有効な関数𝑓の近似

• 特徴量の次元によってレート改善

抽出 関数

前半の層で
特徴量を抽出

後半の層で
関数を表現
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Cat

𝑋 𝑌
𝒅次元⼊⼒ 𝑠次元多様体 出⼒

𝑓 (𝛽回微分可能) DNNのレート︓
f𝑂(𝑊)*/2)

⼀般的なレート︓
𝑂(𝑊)*/,)

多様体次元𝑠のレート

Nakada, R., & Imaizumi, M. (2020). Adaptive Approximation and Generalization of Deep Neural Network with Intrinsic Dimensionality. JMLR.



ここまでのまとめ
•近似誤差には多くの研究
• 連続関数ならなんでも近似可能
• なめらかな関数なら最適な誤差レート

• 21世紀の近似研究の特徴
• 層の多さを扱う（より深く、より幅が少なく）
• 滑らかでない活性化関数（ReLU）がより調査

•深層学習の理論研究の中では、
近似誤差はわかっていることが多い。



複雑性誤差

35



汎化誤差の分解
深層学習は多くの要素の組み合わせ
• 以下の3要素へ分解して個別解析

𝑅 (𝜃 = inf
!
𝑅" 𝜃 + 𝑅 (𝜃 − 𝑅" (𝜃 + 𝑅" (𝜃 − inf

!
𝑅" 𝜃

近似誤差
NNの表現力

最適化誤差
学習がうまくいくか

複雑性誤差
予測の安定性

汎化誤差
(予測誤差)
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近似誤差
多層は複雑なデータに

適合できる？

X

Y

複雑性誤差
なぜ未知データを予測？

最適化誤差
なぜ学習が成功？

X

Y

深層モデルの非凸損失

未知データ



今日話すトピック
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従来からの
学習理論

深層に
特化した
理論

近似誤差 複雑性誤差

普遍近似定理
NNはどんな関数も近似可

汎化ギャップ解析
ギャップ≦パラメータ数

近似レート解析
深層構造でレート改善

暗黙的正則化
アルゴリズムの影響？

平坦最小解
PAC-Bayesで解析

凸・非凸最適化
大域解・停留点への収束

最適化誤差

過剰
パラメータ解析

良性過適合
スペクトル解析

鞍点・損失曲面解析
SGDの鞍点脱出

特徴学習
ゼロ損失は大域解

学習レジーム
初期値近傍の解析

二重降下
誤差の再減少

定常分布解析
初期値近傍の解析



古典的な理論
汎化ギャップの評価
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そもそも複雑性誤差とは？
•汎化誤差(期待値)と訓練誤差(経験平均)との差

既存理論：可能な全ての𝜃上での 𝑅 𝜃 − 𝑅" 𝜃

𝜃の集合

𝑅(𝜃)
𝑅+(𝜃)

𝑅 "𝜃 − 𝑅! "𝜃

学習した <𝜃

ここの大きさで評価

𝑅 <𝜃 − 𝑅+ <𝜃 ≤ sup
,
𝑅 𝜃 − 𝑅+ 𝜃

39
×

本当に知りたいもの



既存の理論の考え方
モデルの大きさが重要
•複雑性誤差＝DNN関数𝑓!の集合 の⼤きさ

DNNの集合(⼤)

データ𝐷(

可能な𝐷(

可能な𝐷+から定まる𝑓.,を
すべて考慮

可能な𝑓.,の候補集合が
⼤きいほど

複雑性誤差が増加

40



複雑性評価の数学的方法

評価の理論（e.g. Anthony & Bartlett (1999)）

sup
!

𝑅 𝜃 − 𝑅"(𝜃) = 𝑂
1
𝑛
?
#

$
log𝑁% 𝑑𝛿

𝑛: データ数
𝑊: パラメタ数

Θ

sup
%

𝑅(𝜃) − 𝑅!(𝜃)

Θ Θ× × × ×

一様誤差
Rademacher複雑性

𝑛)$/.E sup
%
Σ34$
! 𝜎3ℓ 𝑦3 , 𝑓% 𝑥3

Dudley積分
𝑛)$/.n

5

6
log𝑁7 𝑑𝛿

→集合の大きさを評価

𝜎3: Rademacher変数
𝑁7: {𝑓%}の最小𝛿被覆数
×: 離散点（被覆球の中心）

導出の流れ

レートは改善可だが
大きさへの依存は不可

可能な𝑓tの集合の大きさ

41



複雑性はパラメタ数が主
DNNの複雑性評価（e.g. Anthony & Bartlett (1999)）

𝑅 (𝜃 − 𝑅" (𝜃 = 𝑂
𝐿𝑊 log𝑊

𝑛
➡ パラメタ数 𝑊 が主な要素

•この理論は深層学習の実性能を説明できない
高精度DNNは
膨大なパラメタ数
Alex Net →６千万
VGG Net →１億

矛盾
大量のパラメタは
複雑性誤差を上げる

統計・学習理論の(大)原則
42

Anthony, T. F. M., & Bartlett, P. L. Neural Network Learning Theoretical Foundations.



深層学習をめぐる謎
既存理論と深層学習の実際の矛盾

→ 理論の再考: 理論的な理解の再構築の必要性

既存理論 深層学習の成功

矛盾

VGG19 Net
100 million~
parameters

過学習

GPT-3
100 billion~
parameters

多すぎる
パラメータは
過学習！

誤差 ∝ パラメータ数
データ数

43

パラメータが多いほど
精度が上がる



過剰パラメータの理論

55



今日話すトピック

56

従来からの
学習理論

深層に
特化した
理論

近似誤差 複雑性誤差

普遍近似定理
NNはどんな関数も近似可

汎化ギャップ解析
ギャップ≦パラメータ数

近似レート解析
深層構造でレート改善

暗黙的正則化
アルゴリズムの影響？

平坦最小解
PAC-Bayesで解析

凸・非凸最適化
大域解・停留点への収束

最適化誤差

過剰
パラメータ解析

良性過適合
スペクトル解析

鞍点・損失曲面解析
SGDの鞍点脱出

特徴学習
ゼロ損失は大域解

学習レジーム
初期値近傍の解析

二重降下
誤差の再減少

定常分布解析
初期値近傍の解析



過剰パラメータ理論への関心
良：関心の高まり
• 𝑝 ≫ 𝑛 （パラメタ数≫データ数）な状況への注目

悪：理論解析の限界
• 深層モデルは数学的に解析できない
→1層 or 2層モデルが解析の対象

𝑓 𝑥 = 𝐴8𝜎(𝐴8)$𝜎(𝐴8).⋯𝐴.𝜎 𝐴$𝑥 )
多層構造で線形性がなくなる

𝑓 𝑥 = 𝐴.𝜎(𝐴$𝑥)
特徴量 𝜎(𝐴$𝑥) の線形関数でかける



大規模モデルの極限
•無限個のパラメータとデータを考える
• 𝑝: パラメータ数、 𝑛: データ数

58

𝑝: 小, 𝑛: 小 𝑝: 大, 𝑛: 大 𝑝: 無限, 𝑛: 無限
𝑝/𝑛 が一定値

有限の𝑝や𝑛に依存しない極限でモデルの性質を解析



主たる関心：線形モデル
線形回帰

• 訓練データ 𝐷( = 𝑥0 , 𝑦0 0+!
( , 𝑋0は𝑝次元ベクトル

• 線形回帰モデル

2層ニューラルネット
• 訓練データ 𝐷( = 𝑥0 , 𝑦0 0+!

( , 𝑋0は𝑑次元ベクトル
• 𝐴 ∈ ℝ%×2: 1層目の重み行列
• 𝜎: 活性化関数

• 𝐴をランダムに生成すると、線形回帰と似た性質を持つ
59

𝑦) = 𝛽∗x𝑥) + 𝜀), 𝛽∗は𝑝次元パラメータ

𝑦) = 𝛽∗x𝜎(𝐴𝑥)) + 𝜀), 𝛽∗は𝑝次元パラメータ



二重降下

60



過剰パラメータ

61

補間量 (interpolator)
訓練損失をゼロにする学習器
（訓練データに完全フィットする）

過剰パラメタ化 (over-parameterization)
学習器のパラメタ数を過剰に増やすこと

エポック

損失

0

訓練損失

テスト損失

近年の発見 (線形モデル)
• 補間量の複雑性誤差は、過剰パラメタ化のもとで減少



二重降下という考え
二重降下
• モデルを過剰に大きくすると、
バリアンス（複雑性誤差）が逆に減少すること

62
モデルの大きさ

汎
化
誤
差

図はBelkin+ 2019より

既存理論の考え

このギャップが複雑性誤差
（テスト誤差-訓練誤差）

Belkin, M., Hsu, D., Ma, S., & Mandal, S. (2019). Reconciling modern machine-learning practice and the classical bias‒variance trade-
off. PNAS.



二重降下という考え
二重降下
• モデルを過剰に⼤きくすると、バリアンス（複雑性
誤差）が逆に減少する現象

63

図はBelkin+ 2019より二重降下現象

R
is
k

Training risk

Test risk

Capacity of H

sweet spot

under-fitting over-fitting

R
is
k

Training risk

Test risk

Capacity of H

under-parameterized

“modern”
interpolating regime

interpolation threshold

over-parameterized

“classical”
regime

(a) (b)

Figure 1: Curves for training risk (dashed line) and test risk (solid line). (a) The classical
U-shaped risk curve arising from the bias-variance trade-o↵. (b) The double descent risk curve,
which incorporates the U-shaped risk curve (i.e., the “classical” regime) together with the observed
behavior from using high capacity function classes (i.e., the “modern” interpolating regime), sep-
arated by the interpolation threshold. The predictors to the right of the interpolation threshold
have zero training risk.

When function class capacity is below the “interpolation threshold”, learned predictors exhibit
the classical U-shaped curve from Figure 1(a). (In this paper, function class capacity is identified
with the number of parameters needed to specify a function within the class.) The bottom of the
U is achieved at the sweet spot which balances the fit to the training data and the susceptibility
to over-fitting: to the left of the sweet spot, predictors are under-fit, and immediately to the
right, predictors are over-fit. When we increase the function class capacity high enough (e.g.,
by increasing the number of features or the size of the neural network architecture), the learned
predictors achieve (near) perfect fits to the training data—i.e., interpolation. Although the learned
predictors obtained at the interpolation threshold typically have high risk, we show that increasing
the function class capacity beyond this point leads to decreasing risk, typically going below the risk
achieved at the sweet spot in the “classical” regime.

All of the learned predictors to the right of the interpolation threshold fit the training data
perfectly and have zero empirical risk. So why should some—in particular, those from richer
functions classes—have lower test risk than others? The answer is that the capacity of the function
class does not necessarily reflect how well the predictor matches the inductive bias appropriate for
the problem at hand. For the learning problems we consider (a range of real-world datasets as well
as synthetic data), the inductive bias that seems appropriate is the regularity or smoothness of
a function as measured by a certain function space norm. Choosing the smoothest function that
perfectly fits observed data is a form of Occam’s razor: the simplest explanation compatible with
the observations should be preferred (cf. [38, 6]). By considering larger function classes, which
contain more candidate predictors compatible with the data, we are able to find interpolating
functions that have smaller norm and are thus “simpler”. Thus increasing function class capacity
improves performance of classifiers.

Related ideas have been considered in the context of margins theory [38, 2, 35], where a larger
function class H may permit the discovery of a classifier with a larger margin. While the margins
theory can be used to study classification, it does not apply to regression, and also does not pre-
dict the second descent beyond the interpolation threshold. Recently, there has been an emerging
recognition that certain interpolating predictors (not based on ERM) can indeed be provably sta-
tistically optimal or near-optimal [3, 5], which is compatible with our empirical observations in the
interpolating regime.

In the remainder of this article, we discuss empirical evidence for the double descent curve, the

3

モデルの大きさ

汎
化
誤
差

減少する
複雑性誤差

補間量

二重降下 (double descent)
モデルを過剰に大きくすると、
複雑性誤差（誤差のバリアンス）が減少する現象

Belkin, M., Hsu, D., Ma, S., & Mandal, S. (2019). Reconciling modern machine-learning practice and the classical bias–variance trade-off. PNAS.



実験による発見
二重降下現象
• シンプルな手法で確認
（線形回帰や二層NN）
• パラメタを増やすと誤差が
増加ののち減少
(Belkin+ 2019)

• その後、深層学習でも確認
• 多層のCNN, ResNetなどで
結果が再現
(Nakkiran+ 2020)
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DEEP DOUBLE DESCENT:
WHERE BIGGER MODELS AND MORE DATA HURT

Preetum Nakkiran⇤

Harvard University
Gal Kaplun†

Harvard University
Yamini Bansal†
Harvard University

Tristan Yang
Harvard University

Boaz Barak
Harvard University

Ilya Sutskever
OpenAI

ABSTRACT

We show that a variety of modern deep learning tasks exhibit a “double-descent”
phenomenon where, as we increase model size, performance first gets worse and
then gets better. Moreover, we show that double descent occurs not just as a
function of model size, but also as a function of the number of training epochs.
We unify the above phenomena by defining a new complexity measure we call
the effective model complexity and conjecture a generalized double descent with
respect to this measure. Furthermore, our notion of model complexity allows us to
identify certain regimes where increasing (even quadrupling) the number of train
samples actually hurts test performance.

1 INTRODUCTION

Figure 1: Left: Train and test error as a function of model size, for ResNet18s of varying width
on CIFAR-10 with 15% label noise. Right: Test error, shown for varying train epochs. All models
trained using Adam for 4K epochs. The largest model (width 64) corresponds to standard ResNet18.

The bias-variance trade-off is a fundamental concept in classical statistical learning theory (e.g.,
Hastie et al. (2005)). The idea is that models of higher complexity have lower bias but higher vari-
ance. According to this theory, once model complexity passes a certain threshold, models “overfit”
with the variance term dominating the test error, and hence from this point onward, increasing model
complexity will only decrease performance (i.e., increase test error). Hence conventional wisdom
in classical statistics is that, once we pass a certain threshold, “larger models are worse.”

However, modern neural networks exhibit no such phenomenon. Such networks have millions of
parameters, more than enough to fit even random labels (Zhang et al. (2016)), and yet they perform
much better on many tasks than smaller models. Indeed, conventional wisdom among practitioners
is that “larger models are better’’ (Krizhevsky et al. (2012), Huang et al. (2018), Szegedy et al.

⇤Work performed in part while Preetum Nakkiran was interning at OpenAI, with Ilya Sutskever. We espe-
cially thank Mikhail Belkin and Christopher Olah for helpful discussions throughout this work. Correspondence
Email: preetum@cs.harvard.edu

†Equal contribution
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Belkin, M., Hsu, D., Ma, S., & Mandal, S. (2019). Reconciling modern machine-learning practice and the classical bias‒variance trade-
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これを理論で説明できるか？
線形モデル・2層NNなら可能
線形回帰(単純化)の設定

• 訓練データ 𝐷( = 𝑥0 , 𝑦0 0+!
( , 𝑥0は𝑝次元ベクトル

• 線形回帰モデル

補間量

線形回帰の汎化誤差
• Σ: 𝑋0の分散共分散行列（Σ = E 𝑋0𝑋03 ）

65

𝑦) = 𝛽∗x𝑥) + 𝜀), 𝛽∗は𝑝次元パラメータ

O𝛽 = argmin 𝛽 ": 𝛽はΣ0+!( 𝑦0 − 𝛽3𝑥0 "を最⼩化

𝑅 O𝛽 = 𝐸4 O𝛽 − 𝛽∗
5
"
= 𝐸4 O𝛽 − 𝛽∗

5
"
+ tr Cov4 O𝛽 Σ

𝛽 9
. = 𝛽:Σ𝛽

=バイアス𝐵
（近似誤差）

=バリアンス𝑉
（≈複雑性誤差）Hastie, T., Montanari, A., Rosset, S., & Tibshirani, R. J. (2022). Surprises in high-dimensional ridgeless least squares interpolation. AoS.



理論による二重効果の再現

✔ パラメータ数が増えると(𝛾 → ∞)複雑性誤差が減少
× パラメータが多い場合は(𝛾 > 1)近似誤差は残る 66

Hastie et al. (2022)
𝛾 = }（パラメータ数）

+（データ数） , 𝜎.: ノイズ分散

lim
},+→~

𝑅(𝛽̂)

=

𝜎$𝛾
1 − 𝛾 , (𝛾 < 1)

𝛽∗ $
$(1 − 𝛾-#) +

𝜎$

𝛾 − 1 , (𝛾 > 1)

汎
化
誤
差

𝛾
モデルの大きさ𝛾が増えると
汎化誤差が増加・減少する様子=バイアス𝐵

（近似誤差）
=バリアンス𝑉
（≈複雑性誤差）

Hastie, T., Montanari, A., Rosset, S., & Tibshirani, R. J. (2022). Surprises in high-dimensional ridgeless least squares interpolation. Ann. Stat.



理論の中身は？
𝑉( (𝛽)を経験共分散行列の固有値で書き換え
• 𝑋 = 𝑥#, … , 𝑥+ x, 𝑍 = 𝑋Σ#/$（𝑛×𝑝行列)
• 経験共分散行列 <Σ = 𝑋x𝑋/𝑛 (ランダム行列）
• 𝜆�(𝐴): 行列𝐴の𝑗 = 1,… , 𝑝番目に大きい固有値

𝑉( (𝛽) =
𝜎&

𝑛
tr JΣ'(Σ =

𝜎&

𝑛
L
)*(

+
1

𝜆)(𝑍,𝑍/𝑛)

=
𝜎&𝑝
𝑛
?
1
𝑠
𝑑𝐹-!-/"(𝑠)

𝐹�$�/+(𝑠): 行列𝑍x𝑍/𝑛の固有値分布 67



固有値分布の例

値

測度
単位⾏列
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

固有値は
1,1,1

値

測度
特異⾏列
1 0 0
0 0 0
0 0 0

1

固有値は
1,0,0

0

0

⾏列が多様な”情報”を持つ時、分布が右に寄る 68



固有値によるバリアンス評価

固有値分布が0上にmassを持つかが重要 69

バリアンスは固有値の逆数の和（積分）

𝑉(𝛽̂) =
𝜎$𝑝
𝑛 i

1
𝑠 𝑑𝐹�$�/+(𝑠)

10

10

固有値が全て正
→バリアンスは有限

固有値にゼロがある
（例: 𝑝 > 𝑛の場合）
→バリアンスが発散



キーとなる固有値分布
マルチェンコ＝パスツール則 (MP則)

70

𝑑𝐹� 𝑠 =
𝛾
2𝜋𝑠 𝑠 − 𝑠- 𝑠D − 𝑠 1 �%,�& , s± = 1 ± 1/𝛾

$

lim
",+→$, +/"→1

𝐹-!-/" = 𝐹1

Peyre(2020)

n
n
n
n

n
n
n
n

𝛾 = 10𝛾 = 2

Peyre(2020): hFps://twiFer.com/gabrielpeyre/status/928907946108571649

パラメタ⽐(𝛾)が増えると固有値分布がゼロから遠ざかる
（𝑝, 𝑛 → ∞の時、 𝑝 > 𝑛由来のゼロ固有値の影響がなくなる）



ニューラルネットワークは？
• 限定的な2層ニューラルネットなら理論が通用

考える二層NN

• 一層目：𝑎* , 𝑏は乱数(学習しない）
• 二層目：勾配降下法で学習する
→ 擬似的な線形回帰

71

𝛾
モデルの大きさ𝛾が増えて、
誤差が増加・減少する様子

バ
リ
ア
ン
ス
（
≈
汎
化
ギ
ャ
ッ
プ
）

ランダム行列理論を使うため
線形回帰に近い設定に持って
いくのが大事

𝑓 𝑥 = '
*+!

6

𝑤*𝜎 𝑎*3𝑥 + 𝑏



良性過適合

72



設定：線形回帰
線形回帰

• 訓練データ 𝐷( = 𝑋0 , 𝑌0 0+!
( , 𝑋0は𝑑次元ベクトル

• 𝜙 𝑋 = (𝜙! 𝑋 ,… , 𝜙%(𝑋)): 𝑝次元特徴ベクトル写像
• Σ: 𝜙 𝑋0 の分散共分散行列（Σ = E 𝜙 𝑋0 𝜙 𝑋0 3 ）

補間量

汎化誤差（の増加分）
• 予測時の損失の増加分

73

𝑌) = 𝛽∗x𝜙(𝑋)) + 𝜀), 𝛽∗は𝑝次元パラメータ

𝛽̂ = argmin 𝛽 $: 𝛽はΣ)*#+ 𝑌) − 𝛽x𝜙 𝑋)
$を最⼩化

𝑅 𝛽̂ = 𝐸�,� 𝑌 − 𝜙(𝑋)x𝛽̂ $ − 𝑌 − 𝜙(𝑋)x𝛽∗ $

𝛽 9
. = 𝛽:Σ𝛽

Hastie, T., Montanari, A., Rosset, S., & Tibshirani, R. J. (2022). Surprises in high-dimensional ridgeless least squares interpolation. AoS.



良性過適合という概念

74

緑：真の関数𝑓∗、青： 𝑓∗から生成したデータ(𝑛 = 60)、赤：推定した関数

良性過適合 (benign overfitting)
大規模モデルは訓練データへの適合と高い予測性能を両立

パラメタ数2

パラメタ数3

パラメタ数50

パラメタ数2000

⇦ 過適合

⇩ 良性過適合

Tsigler, A., & Bartlett, P. L. (2020). Benign overfitting in ridge regression. arXiv preprint arXiv:2009.14286.

適合 ⇨



良性過適合の様子

75緑：真の関数、青：データ、赤：学習した関数

データ数:60 パラメタ数2



良性過適合の様子

76緑：真の関数、青：データ、赤：学習した関数

データ数:60 パラメタ数3



良性過適合の様子

77緑：真の関数、青：データ、赤：学習した関数

データ数:60 パラメタ数50



良性過適合の様子

78緑：真の関数、青：データ、赤：推定した関数

データ数:60 パラメタ数2000



何が起こっている？
•低次元モデル→少ないパラメータがシグナル成
分のみを学習
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シグナル成分

＋
ノイズ成分

データ モデル

学習 学習した関数



何が起こっている？
•高次元モデル→余分なパラメータがノイズ成分
も学習

80

シグナル成分

＋
ノイズ成分

データ モデル

学習

＋

学習した関数



何が起こっている？
•過剰パラメータモデル→余分すぎるパラメータ達
がノイズを分割
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シグナル成分

＋
ノイズ成分

データ モデル

学習

＋

学習した関数



良性過適合という概念
•過剰パラメータでは、
モデルは高周波成分でノイズを打ち消す
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パラメタ数50 パラメタ数2000

Tsigler, A., & Bartlett, P. L. (2020). Benign overfitting in ridge regression. arXiv preprint arXiv:2009.14286.

モデルと真の関数の帯域が直交 モデルの高周波帯→データのノイズを補間
モデルの低周波帯→真の関数を学習

高次元における誤差の収束
- tr Σ : Σのトレース（固有値和）, 𝑅; Σ : Σの実効的なランク

線形回帰の汎化誤差 ≤ 𝑐 𝜃∗ .
. tr Σ

𝑛
+

𝑘
𝑛
+

𝑛
𝑅; Σ



複雑性誤差のまとめ
•既存理論との矛盾が大きい
• 大きなモデルは過学習するという既存理論が否定
• 深層学習に適した尺度の模索

•深層モデルのための複雑性誤差の開発
• 暗黙的正則化、PAC-Bayesなど
• ただ限界点も多い

•線形モデルのための過剰パラメータ理論
• 二重降下・良性過適合などの新現象の発見
• モデルに制約は大きいが理論が発展
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まとめ
深層学習理論
• 近似誤差

• 多くの洗練された解析→層の役割の解明
• 複雑性誤差

• 層が多いモデルは未解明点が多い
• 層が少ない過剰パラメータ理論は発展著しい
→多層化は今後の課題

人工知能理論
• 近年の発展に応じて解析が必要
• 文脈内学習が一つの突破口

106



最後に
•深層モデルの動的な性質ほど解析が難しい
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深層NN

浅層NN 静的（近似） 動的（予測・学習）

未解明
領域

層の多さ

深層学習の
性質

ある程度
解明

深層学習研究

多くの未解決問題・伸び盛りの研究分野
→ 深層学習・人工知能の基礎理論の開発へ


